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Stabilite´ des sous-alge`bres biparaboliques des alge`bres de Lie simples.
Kais Ammari
Re´sume´
Soit K un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle. Dans cet article,
nous montrons qu’une sous-alge`bre biparabolique d’une alge`bre de Lie simple est
stable si et seulement si elle est quasi-re´ductive. Par conse´quent et compte tenu
des re´sultats de [1] et [2], on donne une re´ponse positive a` l’assertion (ii) de la
conjecture 5.6 de [15].
Abstract. Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. In this paper,
we prove the equivalence between stability and quasi-reductivity for biparabolic
subalgebras of simple Lie algebras. Therefore, we give a positive answer to the as-
sertion (ii) of the conjecture (5.6) in [15].
1 Introduction
Dans toute la suite, K de´signe un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle.
Les alge`bres de Lie conside´re´es sont de´finies et de dimension finie sur K. Soit g une
alge`bre de Lie alge´brique et G un groupe de Lie alge´brique affine connexe d’alge`bre
de Lie g. On munit g∗, l’espace dual de g, des actions coadjointes de g et de G. E´tant
donne´e une forme line´aire g ∈ g∗, on note g(g) son stabilisateur dans g. On identifie
g(g)/z, ou` z de´signe le centre de g, avec son image dans gl(g).
De´finition 1.1. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite de type re´ductif si son stabilisateur
dans g pour la repre´sentation coadjointe, modulo z, est une alge`bre de Lie re´ductive
dont le centre est forme´ d’e´le´ments semi-simples dans gl(g).
De manie`re e´quivalente, cela revient a` demander que le groupe G(g)/Zg soit re´ductif,
ou` G(g) de´signe le stabilisateur de g dans G et Zg le centralisateur de g dans G.
De´finition 1.2. Une alge`bre de Lie g est dite quasi-re´ductive si elle posse`de une forme
line´aire de type re´ductif g ∈ g∗.
La notion de quasi-re´ductivite´ a e´te´ introduite par Duflo dans [7] pour son im-
portance dans la the´orie des repre´sentations. Si g est re´ductive, g est quasi-re´ductive
puisque 0 ∈ g∗ est de type re´ductif. Il est e´galement vrai que les sous-alge`bres de Bo-
rel d’une alge`bre de Lie re´ductive sont quasi-re´ductives (Kostant [13], non publie´, voir
[10]). A l’exception du type A ou C, les sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de
Lie simple ne sont pas toutes quasi-re´ductives (voir [15] pour le cas classique et [3]
pour le cas exceptionnel). Dans [8], Duflo, Khalgui et Torasso ont caracte´rise´ les sous-
alge`bres paraboliques de so(n,K) qui sont quasi-re´ductives en termes de drapeaux de
sous-espaces totalement isotropes stabilise´s par ces alge`bres. Dans [3], Baur et Moreau
ont donne´ la liste des sous-alge`bres paraboliques des alge`bres de Lie de type exception-
nel qui sont quasi-re´ductives.
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Tauvel et Yu ont e´tudie´ dans [18, ch.40] une classe d’alge`bres de Lie relie´e a` celle
des alge`bres de Lie quasi-re´ductives :
De´finition 1.3. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite stable s’il existe un voisinage V de
g dans g∗ tel que, pour toute forme line´aire f ∈ V , les stabilisateurs g(g) et g(f) soient
conjugue´s par le groupe adjoint alge´brique de g.
De´finition 1.4. Une alge`bre de Lie est dite stable si elle admet une forme line´aire
stable.
La notion de stabilite´ a e´te´ introduite par Kosmann et Sternberg dans [12]. D’apre`s
[8], toute alge`bre de Lie quasi-re´ductive est stable. Par contre, il existe des alge`bres de
Lie stables qui ne sont pas quasi-re´ductives (voir [1, Exemple 2.2.9]).
Les sous-alge`bres biparaboliques forment une classe inte´ressante (incluant la classe
des sous-alge`bres paraboliques et de Levi) d’alge`bres de Lie non re´ductives. Elles sont
par de´finition les intersections de deux sous-alge`bres paraboliques de g dont la somme
est g.
Dans [15], Panyushev a e´tudie´ l’existence des formes line´aires stables pour les sous-
alge`bres biparaboliques d’une alge`bre de Lie simple. Il a e´tabli que lorsque q est une
sous-alge`bre biparabolique dans sln(K) ou sp2n(K), alors q admet une forme line´aire
stable dont la composante neutre de son stabilisateur est un tore. Il formule alors la
conjecture suivante :
Conjecture de Panyushev Soit q une sous-alge`bre biparabolique. Si q admet une
forme line´aire stable, alors la composante neutre de son stabilisateur est un tore.
Une alge`bre de Lie quasi-re´ductive admet une forme line´aire stable dont le stabilisateur
est un tore modulo son centre. On peut alors reformuler la conjecture de Panyushev
comme suit :
Conjecture reformule´e 1.5. Une sous-alge`bre biparabolique admet une forme line´aire
stable si et seulement si elle est quasi-re´ductive.
Dans [1], on donne une re´ponse positive a` cette conjecture pour les sous-alge`bres
paraboliques d’une alge`bre de Lie simple orthogonale. Ceci et compte tenu des re´sultats
de Panyushev pour les sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie simple de type
A ou C, donne une re´ponse positive comple`te a` cette conjecture pour les paraboliques
d’une alge`bre de Lie simple classique.
Dans [2], nous avons donne´ une re´ponse positive a` cette conjecture pour les sous-
alge`bres paraboliques des alge`bres de Lie simples exceptionnelles. Par conse´quent, ceci
ache`ve la de´monstration de cette conjecture pour les paraboliques d’une alge`bre de Lie
re´ductive.
Le but principal de cet article est d’achever la de´monstration de cette conjecture.
Compte tenu de ce qui pre´ce`de et des re´sultats dans [15] et [16], il suffit de traiter le
cas des biparaboliques qui ne sont pas des paraboliques des alge`bres de Lie simples
exceptionnelles. Soit q = qpi′,pi′′ une sous-alge`bre biparabolique standard d’une alge`bre
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de Lie simple exceptionnelle (voir section 3). Comme conse´quence du lemme 4.4, on
rame`ne l’e´tude de stabilite´ des sous-alge`bres biparaboliques q au cas de rang nul et
d’indice strictement positif. Compte tenu du lemme 4.2, il nous suffit d’e´tudier les
sous-alge`bres biparaboliques q ve´rifiant la condition (∗) suivante
kpi′ + kpi′′ = rang (g) + dim(Epi′ ∩ Epi′′), kpi′ + kpi′′ > rang (g) et K(pi
′) ∩ K(pi′′) = ∅.
Le the´ore`me 5.4 montre que les sous-alge`bres biparaboliques ve´rifiant la condition (∗) ne
sont pas quasi-re´ductives si et seulement si elles ne sont pas stables. Sa de´monstration
utilise des calculs effectue´s par GAP4 . Notons que GAP4 n’est pas adapte´ au calcul
formel et ne permet pas le calcul du stabilisateur de formes line´aires ge´ne´riques (voir
section 7).
2 Notations et rappels
Soient g une alge`bre de Lie, g∗ son dual. L’indice de g, note´ indg, est la dimension
minimale des stabilisateurs dans g d’un e´le´ment de g∗ pour l’action coadjointe. Il a e´te´
introduit par Dixmier dans [5] pour son importance dans la the´orie des repre´sentations
et la the´orie des orbites.
De´finition 2.1. Une forme line´aire g ∈ g∗ est dite re´gulie`re si la dimension de son
stabilisateur dans g pour l’action coadjointe est e´gale a` l’indice de g.
Remarque 2.2. Il est bien connu que l’ensemble g∗reg des e´le´ments re´guliers de g
∗ est
un ouvert de Zariski non vide de g∗.
De´finition 2.3. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique. Une forme line´aire g ∈ g∗ est
dite fortement re´gulie`re si elle est re´gulie`re, auquel cas g(g) est une alge`bre de Lie
commutative (voir [9]), et si de plus le tore jg, unique facteur re´ductif de g(g), est de
dimension maximale lorsque g parcourt l’ensemble des formes re´gulie`res.
Cette de´finition est due a` Duflo (voir [7]).
Remarque 2.4. Il est bien connu que, si G est un groupe de Lie alge´brique d’alge`bre
de Lie g, l’ensemble g∗treg des formes fortement re´gulie`res est un ouvert de Zariski G-
invariant non vide de g∗.
Les tores jg, g ∈ g
∗ sont appele´s les sous-alge`bres de Cartan-Duflo de g. Ils sont deux
a` deux conjugue´s sous l’action du groupe adjoint connexe de g.
De´finition 2.5. Soit g une alge`bre de Lie alge´brique sur K. On appelle rang de g sur
K et on note rang(g) la dimension commune de ses sous-alge`bres de Cartan-Duflo.
Dans [17], on trouve une caracte´risation purement alge´brique des formes line´aires
stables :
Lemme 2.6. Soit f un e´le´ment de g∗. Si g est une alge`bre de Lie alge´brique, on a
f est stable si et seulement si [g, g(f)] ∩ g(f) = {0}.
Remarque 2.7. D’apre`s [8], si g est quasi-re´ductive les formes line´aires re´gulie`res de
type re´ductif sont exactement les formes line´aires fortement re´gulie`res. De plus elles
sont stables.
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Dans cette partie, on renvoie a` [18] et [3] pour les concepts ge´ne´raux utilise´s.
Soient g une alge`bre de Lie semi-simple sur K, G son groupe adjoint, K sa forme
de Killing, h une sous-alge`bre de Cartan de g, et ∆ le syste`me de racines du couple
(g, h). On fixe une base pi de ∆ (que l’on notera ∆pi), et on de´signe par ∆
+
pi (resp. ∆
−
pi )
l’ensemble des racines positives (resp. ne´gatives) associe´. Pour toute partie pi′ de pi, on
note Zpi′ (resp. Npi′) l’ensemble des combinaisons line´aires a` coefficients dans Z (resp.
dans N) des e´le´ments de pi′. On pose
∆pi′ = ∆pi ∩ Zpi
′, ∆+pi′ = ∆pi ∩ Npi
′ = ∆+pi ∩∆pi′ .
Ainsi ∆pi′ est un syste`me de racines dont pi
′ est une base de racines simples et ∆+pi′ est
l’ensemble des racines positives correspondant.
Si α ∈ ∆pi, g
α est le sous-espace radiciel associe´ a` α. On pose
n± =
∑
α∈∆±pi
gα, b± = h⊕ n±.
On de´signe par hα l’unique e´le´ment de [g
α, g−α] tel que α(hα) = 2. Si λ ∈ h
∗, on e´crit
〈λ, α∨〉 pour λ(hα).
Soit S une partie de pi. Par re´currence sur le cardinal de S, on de´finit un sous-
ensemble K(S) de l’ensemble des parties de S de la manie`re suivante (la notion de
connexite´ est relative au diagramme de Dynkin) :
(i) K(∅) = ∅.
(ii) Si S1, S2..., Sr sont les composantes connexes de S, on a :
K(S) = K(S1) ∪ ... ∪ K(Sr)
(iii) Si S est connexe, alors :
K(S) = {S} ∪ K({α ∈ S; 〈α, ε∨S〉 = 0}),
εS e´tant la plus grande racine de ∆S.
Cette construction est due a` Kostant (voir [13] et [14]). On a les re´sultats suivants :
Lemme 2.8. (voir [18, ch.40])
i) Tout K ∈ K(S) est une partie connexe de pi.
ii) Si K,K ′ ∈ K(S), alors ou K ⊂ K ′, ou K ′ ⊂ K, ou K et K ′ sont des parties
disjointes de S telles que α+ β /∈ ∆pi si α ∈ ∆K et β ∈ ∆K ′.
iii) {εK ;K ∈ K(S)} est un ensemble de racines deux a` deux fortement orthogonales de
∆pi.
On note kpi′ le cardinal de K(pi
′) pour tout pi′ inclus dans pi et on remarque que
kpi ne de´pend que de g. On donne dans le tableau ci-dessous la valeur de kpi pour les
diffe´rents types d’alge`bres de Lie simples. Si r est un nombre rationnel, [r] de´signe sa
partie entie`re.
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kpi Al Bl Cl Dl E6 E7 E8 F4 G2
[ l+12 ] l l 2[
l
2 ] 4 7 8 4 2
Table 1 – kpi pour les diffe´rents types d’alge`bres de Lie simples.
Pour pi′ une partie de pi, on note Epi′ l’ensemble des racines εK , avec K ∈ K(pi
′). On
de´crit ci-dessous Epi dans le cas des alge`bres de Lie simples exceptionnelles (dans les cas
de type F4, E6, E7 et E8, on utilise les notations de Bourbaki [4, pages 272, 260, 264
et 268] pour l’e´criture des racines dans une base pi) :
G2 : ❡
α1
< ❡
α2
Epi = {ε1 = 3α1 + 2α2, ε2 = α1}
F4 : ❡
α1
❡
α2
> ❡
α3
❡
α4
Epi = {ε1 = 2342, ε2 = 0122, ε3 = 0120, ε4 = 0100}
E6 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡α2
Epi = {ε1 = 12321
2
, ε2 = 11111
0
, ε3 = 01110
0
, ε4 = 00100
0
}
E7 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡
α7
❡α2
Epi = {ε1 = 234321
2
, ε2 = 012221
1
, ε3 = 012100
1
, ε4 = 000001
0
, ε5 = 000000
1
, ε6 = 010000
0
, ε7 = 000100
0
}
E8 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡
α7
❡
α8
❡α2
Epi = {ε1 = 2465432
3
, ε2 = 2343210
2
, ε3 = 0122210
1
, ε4 = 0121000
1
, ε5 = 0000000
1
, ε6 = 0000010
0
,
ε7 = 0100000
0
, ε8 = 0001000
0
}
3 Sous-alge`bres biparaboliques
On garde les notations pre´ce´dentes et on de´signe par p+pi′ la sous-alge`bre de g en-
gendre´e par b+ et les g−α, α ∈ pi′ : c’est une sous-alge`bre parabolique de g et toutes les
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sous-alge`bres paraboliques de g sont a` conjugaison pre`s obtenues ainsi. On note p−pi′ la
sous-alge`bre parabolique oppose´e a` p+pi′ , i.e, la sous-alge`bre engendre´e par b
− = h⊕ n−
et les gα, α ∈ pi′.
Soient pi′, pi′′ deux parties de pi. On note qpi′,pi′′ l’intersection de deux sous-alge`bres
paraboliques p+pi′ et p
−
pi′′ . La sous-alge`bre qpi′,pi′′ est dite sous-alge`bre biparabolique as-
socie´e a` pi′ et pi′′. Il est bien connu que toute sous-alge`bre biparabolique est conjugue´e
a` une des qpi′,pi′′ .
Si v ∈ g et a est une sous-alge`bre de g, on note ϕv la forme line´aire sur a de´finie
par ϕv(x) = K(v, x) pour tout x ∈ a. Si a = qpi′,pi′′ , l’application v 7→ ϕv induit un
isomorphisme d’espaces vectoriels de qpi′′,pi′ sur (qpi′,pi′′)
∗.
4 Re´duction au cas de rang nul
On note Epi′,pi′′ (resp. Epi′) le sous-espace de h
∗ engendre´ par Epi′ ∪ Epi′′ (resp. Epi′).
Ainsi, dimEpi′,pi′′ = kpi′ + kpi′′ − dim(Epi′ ∩ Epi′′).
Soit f ∈ q∗pi′,pi′′ de´finie par
f =
∑
K∈K(pi′′)
aKX
∗
εK
+
∑
L∈K(pi′)
bLX
∗
−εL ,
ou` les aK et les bL sont des scalaires non nuls.
Il existe un ouvert de Zariski dansCK(pi
′′)×CK(pi
′) tel que pour ((aK)K∈K(pi′′), (bL)L∈K(pi′))
dans cet ouvert f soit re´gulie`re. D’apre`s [11], on a
ind (qpi′,pi′′) = (rang (g)− dimEpi′,pi′′) + (kpi′ + kpi′′ − dimEpi′,pi′′). (4.1)
Remarque 4.1. On a
ind (qpi′,pi′′) = 0 si et seulement si Epi′ ∩ Epi′′ = {0} et kpi′ + kpi′′ = rang (g).
Lemme 4.2. (voir [19]) Soit f comme pre´ce´demment. Alors, qpi′,pi′′(f) contient une
sous-alge`bre commutative, forme´e d’e´le´ments semi-simples, et de dimension :
rang (g)− dimEpi′,pi′′ + card(K(pi
′) ∩ K(pi′′)).
La proposition et le lemme qui suivent permettent de ramener l’e´tude de la stabilite´
des sous-alge`bres biparaboliques au cas de rang nul.
Proposition 4.3. Soient g une alge`bre de Lie simple, q une sous-alge`bre biparabolique
de rang non nul de g, j une sous-alge`bre de Cartan-Duflo de q et h une sous-alge`bre de
Cartan de g contenant j et contenues dans q. Alors, on a
qj = z∆j ⊕ q
j,1,
ou` z∆j est le centre de q
j et qj,1 est un produit direct de sous-alge`bres biparaboliques de
rang nul.
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De´monstration. Soient g une alge`bre de Lie simple, q une sous-alge`bre biparabolique
de rang non nul de g, j une sous-alge`bre de Cartan-Duflo de q et h une sous-alge`bre
de Cartan de g contenant j et contenues dans q. On a dim j > 0 et j ⊂ h ⊂ qj ⊂ gj et
gj = h⊕ (
⊕
α∈∆,α|j=0
gα).
Soit z∆j = {h ∩ (∩α|j=0 kerα)} qui n’est autre que le centre de g
j. Ainsi, on a
gj = z∆j ⊕ g1 ⊕ g2 ⊕ ...⊕ gk,
ou` les gi, pour 1 ≤ i ≤ k, sont des alge`bres de Lie simples puisque l’alge`bre de Lie g
j
est re´ductive. Comme chacune des sous-alge`bres de Lie qj,1 et gi, 1 ≤ i ≤ k est somme
directe de son intersection avec h et des sous-espaces radiciels sous l’action de h qu’elle
contient, on a qj = z∆j ⊕ q
j,1 avec qj,1 produit direct des sous-alge`bres biparaboliques
qjl = q
j ∩ gl des gl, 1 ≤ l ≤ k qui sont de rang nul.
Lemme 4.4. (voir[1]) Soit g une alge`bre de Lie alge´brique, j une sous-alge`bre de
Cartan-Duflo de g et gj le centralisateur de j dans g. Alors
g est stable si et seulement si gj est stable .
Remarque 4.5. D’apre`s ce qui pre´ce`de et pour donner une re´ponse positive a` la conjec-
ture 1.5, il suffit de traiter le cas des sous-alge`bres biparaboliques qui sont de rang nul.
Pour ce qui concerne les sous-alge`bres biparaboliques des alge`bres de Lie simples clas-
siques de type A, B ou C, le proble`me se rame`ne au cas des sous-alge`bres paraboliques
(voir [15]). Dans le cas de type D, il y a deux types de sous-alge`bres biparaboliques.
D’une part celles qui stabilisent une paire de drapeaux oppose´s de sous-espaces totale-
ment isotropes, pour lesquelles le proce´de´ de re´duction de Panyushev rame`ne encore le
proble`me au cas des sous-alge`bres paraboliques. D’autre part celles qui stabilisent une
paire de drapeaux croise´s de sous-espaces totalement isotropes, lesquelles sont toutes
quasi-re´ductives (voir [16] ou [6]). Enfin dans [1] et [2], on trouve une re´ponse positive
a` cette conjecture pour le cas des sous-alge`bres paraboliques d’une alge`bre de Lie simple.
Par conse´quent, il suffit de traiter le cas des sous-alge`bres biparaboliques d’une alge`bre
de Lie simple exceptionnelle qui ne sont pas des paraboliques et qui sont de rang nul
pour donner une re´ponse comple`te a` la conjecture 1.5.
5 Stabilite´ des sous-alge`bres biparaboliques qpi′,pi′′
Soit g une alge`bre de Lie simple de type exceptionel, h ⊂ g une sous-alge`bre de
Cartan et pi une base de racines simples du syste`me de racines de h dans g. Soit q = qpi′,pi′′
une sous-alge`bre biparabolique standard de g, ou` pi′ et pi′′ sont des parties de pi.
Compte tenu du lemme 4.2, si q est de rang nul, on a
kpi′ + kpi′′ = rang (g) + dim(Epi′ ∩ Epi′′) et K(pi
′) ∩ K(pi′′) = ∅
au quel cas
ind (q) = kpi′ + kpi′′ − rang (g).
Par suite, il nous suffit d’e´tudier les sous-alge`bres biparaboliques ve´rifiant la condition
(∗) suivante
kpi′ + kpi′′ = rang (g) + dim(Epi′ ∩ Epi′′), kpi′ + kpi′′ > rang (g) et K(pi
′) ∩ K(pi′′) = ∅.
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De´sormais, on suppose que q ve´rifie la condition (∗) et on de´signe par A le sous-espace
vectoriel de q∗ engendre´ par {X∗ξ , ξ ∈ Epi′′} ∪ {X
∗
−ξ, ξ ∈ Epi′}. Alors
dim(A) = kpi′ + kpi′′ ≥ ind (q).
Proposition 5.1. Il existe f ∈ A tel que A+ q.f = q∗.
De´monstration. On choisit f ∈ A et on utilise GAP pour montrer le re´sultat pour cet
e´le´ment.
Corollaire 5.2. Les ensembles q∗reg ∩ A et q
∗
treg ∩ A sont des ouverts de Zariski non
vides de A.
On veut montrer que l’alge`bre de Lie q n’est pas stable, si elle n’est pas quasi-
re´ductive. On sait qu’il suffit de le faire lorsque q est de rang nul et d’indice non nul,
donc lorsqu’elle ve´rifie la condition (∗). Cependant, il y a des alge`bres biparaboliques
qui ve´rifient la condition (∗) et qui ne sont pas de rang nul : il faut donc les e´liminer de
la liste de celles a` traiter. Pour ce faire on proce`de ainsi : on choisit f ∈ A au hasard,
puis a` l’aide de GAP4 on calcule son stabilisateur q(f) et on ve´rifie qu’elle est re´gulie`re,
c’est a` dire que dim(q(f)) = ind (q). On calcule ensuite l’orthogonal q(f)⊥K de q(f)
pour la forme de Killing K de g, puis son intersection q(f)⊥K ∩ q(f) avec q(f). Si ce
dernier espace est nul, la forme line´aire f est de type re´ductif et donc le rang de q est
strictement positif et on peut l’e´liminer. Notons que parmi les sous-alge`bres biparabo-
liques qui restent, il y en a qui ne sont pas de rang nul (voir la section 6).
Apre`s avoir applique´ ce proce´de´, on constate que les alge`bres restantes sont toutes
d’indice 1, 2 ou 3. On de´signe L leur liste.
Par ailleurs, on a le re´sultat suivant
Proposition 5.3. Pour la sous-alge`bre biparabolique q ve´rifiant la condition (∗), les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) q n’est pas stable.
(ii) Il existe un ouvert de Zariski A′ de A tel que, pour tout f ∈ A′, [q, q(f)]∩q(f) 6= {0}.
Compte tenu de ce qui pre´ce`de, pour montrer qu’une sous-alge`bre biparabolique
d’une alge`bre de Lie simple de type exceptionnel n’est pas stable, il suffit de montrer
qu’il existe h ∈ h et A′ ouvert de Zariski de A tel que
pour tout f ∈ A′, il existe X ∈ q(f) diffe´rent de 0 tel que h.f = −f et h.X = −X
Ce re´sultat est e´tabli dans la section 6 pour les sous-alge`bres biparaboliques de la liste L.
Le re´sultat suivant est le but principal de ce travail
The´ore`me 5.4. Soit q = qpi′,pi′′ une sous-alge`bre biparabolique d’une alge`bre de Lie
simple exceptionnelle qui ve´rifie la condition (∗). Alors les deux conditions suivantes
sont e´quivalentes :
(i) rang (q) = 0 et ind (q) > 0.
(ii) Il existe A′ ⊂ A un ouvert de Zariski et h ∈ h tels que ∀f ∈ A′, h.f = −f et
[h, x] = −x, ∀x ∈ q(f).
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De´monstration. (ii) ⇒ (i) Supposons qu’il existe un e´le´ment h ∈ h et un ouvert de
Zariski A′ de A tels que h.f = −f , ∀f ∈ A′ et [h, x] = −x, ∀x ∈ q(f). Supposons de
plus qu’il existe un e´le´ment X ∈ q(f) semi-simple. Soient λ une valeur propre de adX,
Vλ le sous-espace propre correspondant de adX dans q et v ∈ Vλ. On a
h.X.v = [h,X].v +X.h.v = −X.v + λX.v = (λ− 1)X.v
ainsi et compte tenu de ce qui pre´ce`de, l’endomorphisme X envoie le sous-espace Vλ
dans Vλ−1. Par suite, l’endomorphisme X est nilpotent. Ceci contredit le fait que X est
semi-simple et donc le rang de q est nul. D’autre part et comme q est non stable, q est
non quasi-re´ductive. Ceci implique que l’indice de q est strictement positif.
(i) ⇒ (ii) Soit q = qpi′,pi′′ une sous-alge`bre biparabolique d’une alge`bre de Lie simple
exceptionnelle qui ve´rifie la condition (∗). Par construction et en utilisant GAP4 (voir
ci-apre`s), on ve´rifie que si q est de rang nul et d’indice strictement positif il existe h ∈ h
et A′ ouvert de Zariski dans A tel que h.f = −f , ∀f ∈ A′ et [h, x] = −x, ∀x ∈ q(f).
Remarque 5.5. Parmi les sous-alge`bres qpi′,pi′′ qui ve´rifient la condition (∗), il en existe
qui :
- sont quasi-re´ductives.
- qui sont de rang nul et d’indice strictement positif.
- qui sont de rang non nul et non quasi-re´ductives.
6 Pre´sentation des calculs avec GAP4
Soit g une alge`bre de Lie simple exceptionnelle et q = qpi′,pi′′ une sous-alge`bre bi-
parabolique de g ve´rifiant la condition (∗). Graˆce a` GAP4, e´tant donne´e une forme
line´aire f ∈ q∗, on peut effectuer le calcul du stabilisateur q(f) afin de de´terminer si f
est re´gulie`re. Dans ce cas, le calcul a` l’aide de GAP4 de l’intersection de q(f) avec son
orthogonal pour la forme de Killing permet de de´terminer la dimension de son facteur
re´ductif.
La de´marche ge´ne´rale est la suivante : on de´finit l’alge`bre de Lie L dans laquelle on
veut travailler graˆce a` la commande ”SimpleLieAlgebra”, on de´finit un syste`me de ra-
cines ”RootSystem”, un syste`me de racines positives correspondant ”PositiveRoots”puis
des syste`mes de vecteurs positifs et ne´gatifs associe´s ”PositiveRootVectors” et ”Negative-
RootVectors”. La commande ”CanonicalGenerators” donne une base de la sous-alge`bre
de Cartan. On peut de´sormais faire des calculs dans l’alge`bre de Lie L.
Pour de´finir la sous-alge`bre biparabolique P := qpi′,pi′′ et ses ge´ne´rateurs, on utilise
les commandes ”Concatenation” et ”Subalgebra”. La commande ”List(Basis(P))” donne
une base de la sous-alge`bre biparabolique P , que l’on note bP . Ensuite, on de´finit l’e´le´-
ment v =
∑
K∈K(pi′) aKXεK +
∑
L∈K(pi′′) bLX−εL de qpi′′,pi′ et on note f ∈ P
∗ la forme
line´aire qui lui est associe´e (f =
∑
K∈K(pi′′) aKα(K)X
∗
εK
+
∑
L∈K(pi′) bLα(L)X
∗
−εL
, ou`
pour toute partie connexe K de pi, α(K) = Kappa(XεK ,X−εK ), Kappa de´signant la
forme de Killing sur L). Notons ici que GAP4 n’est pas adapte´ au calcul formel (il
faut donner donc des valeurs pour les aK et les bL). Les e´tapes suivantes permettent
de calculer le stabilisateur de f dans P : On calcule tout d’abord l’espace V engendre´
par les crochets v ∗ bP [i], pour i = 1, ..., dp, dp de´signe la dimension de la sous-alge`bre
biparabolique P . On obtient l’orthogonal K de l’espace V pour la forme de Killing avec
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la commande ”KappaPerp”. Ainsi, le stabilisateur de f dans P , que l’on note S, n’est
autre que l’intersection de K et P . On ve´rifie que f est re´gulie`re (si dim(S) = ind (P)).
La commande ”List(Basis(S))” donne une base du stabilisateur S. Ensuite, on calcule
l’intersection de l’alge`bre de Lie S et son orthogonal pour la forme de Killing dans
l’alge`bre de Lie L avec la commande ”Intersection(KappaPerp(L,S),S)”. Remarquons
que la codimension de cet espace dans S est la dimension d’un facteur re´ductif de S.
Si cette codimension est non nulle, l’alge`bre de Lie P est de rang non nul et on peut
l’e´liminer de la liste des sous-alge`bres a` traiter.
Dans le cas contraire , il s’ave`re que le choix des valeurs aK et bL que nous avons
fait est suffisamment ge´ne´rique pour que la forme line´aire soit fortement re´gulie`re : en
effet, nous sommes capables de trouver un e´le´ment h ∈ h ve´rifiant l’assertion (ii) du
the´ore`me 5.4 pour f dans un ouvert de Zariski A′ de A. Ceci montre que les sous-
alge`bres biparaboliques de rang nul et d’indice non nul ne sont pas stables et donc que
la conjecture 1.5 est vraie.
Remarque 6.1. (i) Les calculs effectue´s avec GAP4 ne nous permettent pas en ge´ne´ral
de de´terminer le rang des sous-alge`bres de Lie e´tudie´es. Il permettent simplement de
montrer que certaines d’entre-elles sont de rang non nul.
(ii) Ne´anmoins, dans la plupart des cas ces calculs montrent que, pour la forme line´aire
f choisie, q(f) est re´ductif de sorte que l’indice et le rang de q sont e´gaux et que q est
une alge`bre de Lie quasi-re´ductive.
7 Re´sultats des calculs
Dans cette partie, nous donnons pour chaque alge`bre de Lie simple de type excep-
tionnel, la liste des sous-alge`bres biparaboliques q = qpi′,pi′′ ve´rifiant la condition (∗) en
indiquant leur indice et leur rang, puis, pour celles de rang nul et d’indice strictement
positif, nous de´montrons le the´ore`me 5.4. Nous n’explicitons les calculs effectue´s en se
basant sur GAP4 que pour les types F4, E6 et E7.
Comme les sous-alge`bres biparaboliques qpi′,pi′′ et qpi′′,pi′ sont conjugue´es, on peut sup-
poser que pi′ et pi′′ sont tels que kpi′ + kpi′′ > rang (g) et kpi′ >
rang (g)
2 .
De plus, nous distinguerons entre les deux cas comple´mentaires suivants :
(i) pi′ est connexe.
(ii) pi′ n’est pas connexe et pi′′ n’est pas connexe ou kpi′′ ≤
rang (g)
2 .
Calculs dans F4 :
F4 : ❡
α1
❡
α2
> ❡
α3
❡
α4
Il est clair que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condition (∗) alors
pi′ ou pi′′ est de type B3 ou C3.
Supposons pi′ de type B3 : pi
′ = {α1, α2, α3}, on a Epi′ = {α1 + 2α2 + 2α3, α1, α3} :
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Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 {α2, α4} 1 0
A1 ×A2 {α1, α2, α4} 1 1
C3 {α2, α3, α4} 2 2
Dans toute la suite et pour calculer le stabilisateur q(f), on proce`de comme suit : on
fait le calcul pour un f ∈ A particulier, mais en fait suffisamment ge´ne´rique, obtenant
une base de q(f) dont les vecteurs s’expriment comme combinaison line´aire effective
(c’est a` dire dont tous les coefficients sont non nuls) de certains vecteurs radiciels, puis
pour un f ge´ne´rique quelconque on ve´rifie que ce re´sultat reste vrai.
D’apre`s le tableau ci-dessus (voir les calculs ci-apre`s), q = q{{α1,α2,α3},{α2,α4}} est la
seule sous-alge`bre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1x−α2 + a2x−α4 + b1xα1 + b2xα3 + b3xα1+2α2+2α3 ( les ai
et les bj sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1.
Comme x ∈ q(f) si et seulement si [x, v] ∈ q⊥K , on obtient q(f) = Kx avec
x = xα2 + λ1 x−α1 + λ2 x−α3 + λ3 x−α1−α2−α3 + λ4 x−α2−2α3 + λ5 x−α1−2α2−2α3
ou`
λ1 =
−a1
2b1
, λ2 =
−a1
2b2
, λ3 =
b2
b3
, λ4 =
b1
b3
et λ5 =
a1
2b3
.
Soit h ∈ h tel que α1(h) = α3(h) = −α2(h) = −α4(h) = 1. On a h.f = −f et
[h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
Dans cette partie, on donne les calculs effectue´s par GAP4 montrant que certaines
des sous-alge`bres de la liste pre´ce´dente sont de rang non nul et donc sont a` e´liminer de
la liste de celles a` traiter.
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L);
<root system of rank 4>
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1] + x[4], h, y[2..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1 ; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1 ; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[1] + a2 ∗ y[4]; ;u2 := b1 ∗ x[2] + b2 ∗x[3] + b3 ∗ x[16]; ;u := u1+ u2 ; ;
gap > bP := List(Basis(P ));
[v.1 + v.4, v.49, v.50, v.51, v.52, v.26, v.27, v.28, v.4, v.30, v.31, v.33, v.34, v.37, v.40]
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.4 + (−1/4) ∗ v.26 + (−1/10) ∗ v.27 + (5) ∗ v.33 + (2) ∗ v.34 + (1/2) ∗ v.40]
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gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 1 over Rationals>
gap > bP := List(Basis(P )); ;J := []; ; for i in [1..dp] do J [i] := bP [i] ∗ bS[1]; od; ;J ; ;
gap > W := Subspace(P, J);
<vector space over Rationals, with 15 generators>
gap > A := Intersection(S,W );
<vector space of dimension 1 over Rationals>
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..2] + x[4], h, y[2..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[6] + a2 ∗ y[1]; ;u2 := b1 ∗ x[2] + b2 ∗ x[3] + b3 ∗ x[16]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.2+ (−1/50) ∗ v.6+ (−1/200) ∗ v.26+ (1/500) ∗ v.27+ (1/10) ∗ v.31+ (−1/100) ∗ v.40]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1] + x[3..4], h, y[2..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 5; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 3; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1∗y[4]+a2∗y[10]+a3∗y[15]; ;u2 := b1∗x[2]+b2∗x[3]+b3∗x[16]; ;u :=
u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
2
gap > bS := List(Basis(S));
[v.3 + (3/37) ∗ v.4 + (−3/37) ∗ v.10 + (−1/37) ∗ v.27 + (−6/37) ∗ v.28 + (9/37) ∗ v.33 +
(6/37) ∗ v.34, v.4 + (73) ∗ v.10 + (−37/2) ∗ v.26+ (12) ∗ v.27+ (146) ∗ v.28 + (3) ∗ v.33+
(2) ∗ v.34 + (37) ∗ v.40]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>
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Supposons maintenant pi′ de type C3 : pi
′ = {α2, α3, α4}, ici on a Epi′ = {α2+2α3+
2α4, α2 + 2α3, α2} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 {α1, α3} 1 1
A21 {α1, α4} 1 1
A1 ×A2 {α1, α2, α4} 1 1
A1 ×A2 {α1, α3, α4} 1 1
B3 {α1, α2, α3} 2 2
Dans le cas traite´ et en utilisant ”GAP4”, on ve´rifie que toutes les sous-alge`bres
biparaboliques qui ve´rifient la condition (∗) sont quasi-re´ductives :
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[2..3], h, y[1] + y[3..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[2]+ a2 ∗ y[3]; ;u2 := b1 ∗x[4]+ b2 ∗x[10]+ b3 ∗x[15]; ;u := u1+u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.3 + (−2/5) ∗ v.27 + (−1/2) ∗ v.28 + (1/5) ∗ v.34]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..2], h, y[1] + y[3..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
15
gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[2]+ a2 ∗ y[1]; ;u2 := b1 ∗x[4]+ b2 ∗x[10]+ b3 ∗x[15]; ;u := u1+u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.1 + (−5) ∗ v.25 + (−1/5) ∗ v.34 + v.39]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
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<vector space of dimension 0 over Rationals>
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..2]+x[4], h, y[1]+y[3..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[6] + a2 ∗ y[1]; ;u2 := b1 ∗ x[4] + b2 ∗ x[10] + b3 ∗ x[15]; ;u := u1 + u2;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.1 + (−5) ∗ v.25 + (−1/5) ∗ v.34 + v.39]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>
gap > L := SimpleLieAlgebra(”F”, 4, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..3], h, y[1] + y[3..4]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
17
gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ;
gap > b1 := 2; ; b2 := 5; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := a1 ∗ y[5]+ a2 ∗ y[2]; ;u2 := b1 ∗x[4]+ b2 ∗x[10]+ b3 ∗x[15]; ;u := u1+u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; for i in [1..dp] do l[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.5+(−1/2)∗v.28+(−2)∗v.29+v.39] gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
<vector space of dimension 0 over Rationals>
Calculs dans E6 :
E6 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡α2
Il est clair que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condition (∗) alors
pi′ ou pi′′ est de type D4 ou D5.
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Supposons pi′ de type D4, on a pi
′ = {α2, α3, α4, α5}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 +
2α4 + α5, α2, α3, α5} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α1, α4, α6} 1 0
A21 ×A2 {α1, α2, α4, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6} 1 1
Dans ce cas et d’apre`s le tableau ci-dessus (voir les calculs ci-apre`s),
q = q{{α2,α3,α5,α4},{α1,α4,α6}}
est la seule sous-alge`bre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α1 + a2 x−α4 + a3 x−α6 + b1 xα2 + b2 xα3 + b3 xα5 +
b4 xα2+α3+2α4+α5 (les ai et les bj sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1.
Comme x ∈ q(f) si et seulement si [x, v] ∈ q⊥K , on obtient q(f) = Kx avec
x = xα4+λ1 x−α2+λ2 x−α3+λ3 x−α5+λ4 x−α2−α3−α4+λ5 x−α2−α4−α5+λ6 x−α3−α4−α5+
λ7 x−α2−α3−2α4−α5 .
ou`
λ1 =
−a2
2b1
, λ2 =
−a2
2b2
, λ3 =
a2
2b3
, λ4 =
b3
b4
, λ5 =
−b2
b4
, λ6 =
−b1
b4
et λ7 =
a2
2b4
.
Soit h ∈ h tel que α2(h) = α3(h) = α5(h) = −α1(h) = −α4(h) = −α6(h) = 1. On a
h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
Dans cette partie, on donne les calculs effectue´s par GAP4 montrant que certaines
des sous-alge`bres de la liste sont de rang non nul et donc sont a` e´liminer de la liste de
celles a` traiter.
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1]+x[4]+x[6], h, y[2..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[1] + b2 ∗ y[4] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[2] + a2 ∗ x[3] + a3 ∗ x[5] + a4 ∗
x[24]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.4 + (−13/2) ∗ v.38 + (−13/2) ∗ v.39 + (−13/6) ∗ v.41 + (3/2) ∗ v.49 + (−1/2) ∗ v.50 +
(−1/2) ∗ v.51 + (13/4) ∗ v.60]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(P, S), S);
< vectorspaceofdimension1overRationals >
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gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..2]+x[4]+x[6], h, y[2..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[1] + b2 ∗ y[8] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[2] + a2 ∗ x[3] + a3 ∗ x[5] + a4 ∗
x[24]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.2+(−13/3)∗v.8+(−169/6)∗v.38+(169/6) ∗v.39+(169/18) ∗v.41+(13/2) ∗v.45+
(−13/6) ∗ v.46 + (−169/12) ∗ v.60]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(P, S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..4] + x[6], h, y[2..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[9] + b2 ∗ y[17] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[2] + a2 ∗ x[3] + a3 ∗ x[5] + a4 ∗
x[24]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.1 + (−26/9) ∗ v.3 + (26/9) ∗ v.9 + (−13/3) ∗ v.38 + (13/3) ∗ v.39 + (−13/9) ∗ v.41 +
(−13/3) ∗ v.44 + (13/9) ∗ v.46 + (13/6) ∗ v.60]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(P, S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..2]+x[4..6], h, y[2..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
29
gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
16
gap > u1 := b1 ∗ y[1] + b2 ∗ y[10] + b3 ∗ y[20]; ;u2 := a1 ∗ x[2] + a2 ∗ x[3] + a3 ∗ x[5] +
a4 ∗ x[24]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > bS := List(Basis(S));
[v.5+ (2197/2) ∗ v.6+ (−13) ∗ v.10+ (169/2) ∗ v.38+ (169/2) ∗ v.39+ (−169/6) ∗ v.41+
(−13/2) ∗ v.44 + (−13/2) ∗ v.45 + (−169/4) ∗ v.60]
gap > KS := Intersection(KappaPerp(P, S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
Supposons maintenant pi′ de typeD5, par syme´trie on prend pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5}.
Ici, on a Epi′ = {α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5, α2 + α4 + α5, α1, α4} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α2, α3, α6} 1 0
A21 ×A2 {α1, α2, α3, α6} 1 1
A21 ×A2 {α2, α3, α5, α6} 1 0
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6} 1 1
Dans ce cas et d’apre`s le tableau ci-dessus (voir les calculs ci-apre`s), les sous-alge`bres
biparaboliques q{{α1,α2,α3,α4,α5},{α2,α3,α6}} et q{{α1,α2,α3,α4,α5},{α2,α3,α5,α6}} sont de rang
nul et d’indice strictement positif.
Soient q = q{{α1,α2,α3,α4,α5},{α2,α3,α6}} et f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α2+a2 x−α3+
a3 x−α6 + b1 xα1 + b2 xα4 + b3 xα2+α4+α5 + b4 xα1+α2+2α3+2α4+α5 (les ai et les bj sont
tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1.
Comme x ∈ q(f) si et seulement si [x, v] ∈ q⊥K , on obtient q(f) = Kx avec
x = xα3+λ1 x−α1+λ2 x−α4+λ3 x−α1−λ3−α4 +λ4 x−α2−α4−α5+λ5 x−α1−α2−α3−α4−α5+
λ6 x−α2−α3−2α4−α5 + λ7 x−α1−α2−2α3−2α4−α5 .
ou`
λ1 =
−a2
2b1
, λ2 =
−a2
2b2
, λ3 =
−b3
b4
, λ4 =
−a2
2b3
, λ5 =
−b2
b4
, λ6 =
b1
b4
et λ7 =
a2
2b4
.
Soit h ∈ h tel que α1(h) = α4(h) = α5(h) = 1 = −α2(h) = −α3(h) = −α6(h) = 1.
On a h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
Soient maintenant q = q{{α1,α2,α3,α4,α5},{α2,α3,α5,α6}} et f = K(v, .) ∈ A, ou` v =
a1 x−α2 + a2 x−α3 + a3 x−α5−α6 + b1 xα1 + b2 xα4 + b3 xα2+α4+α5 + b4 xα1+α2+2α3+2α4+α5
(les ai et les bj sont tous non nuls). Dans ce cas, on a dim(q(f)) = 1.
Comme x ∈ q(f) si et seulement si [x, v] ∈ q⊥K , on obtient q(f) = Kx avec
x = xα3+λ1 x−α1+λ2 x−α4+λ3 x−α1−λ3−α4 +λ4 x−α2−α4−α5+λ5 x−α1−α2−α3−α4−α5+
λ6 x−α2−α3−2α4−α5 + λ7 x−α1−α2−2α3−2α4−α5 .
ou`
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λ1 =
−a2
2b1
, λ2 =
−a2
2b2
, λ3 =
−b3
b4
, λ4 =
−a2
2b3
, λ5 =
−b2
b4
, λ6 =
b1
b4
et λ7 =
a2
2b4
.
Soit h ∈ h tel que α1(h) = α4(h) = α5(h) = −α2(h) = −α3(h) = −1 et α6(h) = −2.
On a h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
Dans cette partie, on donne les calculs effectue´s par GAP4 montrant que certaines
des sous-alge`bres de la liste sont de rang non nul et donc sont a` e´liminer de la liste de
celles a` traiter.
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[2..3]+[x[6]], h, y[1..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
29
gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[2] + b2 ∗ y[3] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[1] + a2 ∗x[4] + a3 ∗ x[14] + a4 ∗
x[29]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l :;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
< vectorspaceofdimension1overRationals >
gap > bS := List(Basis(S));
[v.3+ (−13/2) ∗ v.37+ (−13/2) ∗ v.40+ (−3/2) ∗ v.48+ (−13/6) ∗ v.50+ (−1/2) ∗ v.58+
(1/2) ∗ v.60 + (13/4) ∗ v.65]
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[2..3]+x[5..6], h, y[1..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[2] + b2 ∗ y[3] + b3 ∗ y[11]; ;u2 := a1 ∗ x[1] + a2 ∗ x[4] + a3 ∗ x[14] +
a4 ∗ x[29]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
< vectorspaceofdimension1overRationals >
gap > bS := List(Basis(S));
[v.3+ (−13/2) ∗ v.37+ (−13/2) ∗ v.40+ (−3/2) ∗ v.48+ (−13/6) ∗ v.50+ (−1/2) ∗ v.58+
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(1/2) ∗ v.60 + (13/4) ∗ v.65]
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..3]+x[5..6], h, y[1..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
33
gap > a1 := 1; ; a2 := 1; ; a3 := 3; ; a4 := 2; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := 13; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[2] + b2 ∗ y[7] + b3 ∗ y[11]; ;u2 := a1 ∗ x[1] + a2 ∗ x[4] + a3 ∗ x[14] +
a4 ∗ x[29]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..4] + x[6], h, y[1..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := −1; ; a3 := 1; ; a4 := −1; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := −2; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[9] + b2 ∗ y[17] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[1] + a2 ∗ x[4] + a3 ∗ x[14] +
a4 ∗ x[29]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
Dimension(S);
1 gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
gap > L := SimpleLieAlgebra(”E”, 6, Rationals); ;R := RootSystem(L); ;
gap > x := PositiveRootV ectors(R); ; y := NegativeRootV ectors(R); ;
gap > g := CanonicalGenerators(R); ;h := g[3]; ;
gap > gP := Concatenation(x[1..3] + x[6], h, y[1..5]); ;P := Subalgebra(L, gP ); ; dp :=
Dimension(P );
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gap > a1 := 1; ; a2 := −1; ; a3 := 1; ; a4 := −1; ;
gap > b1 := 3; ; b2 := −2; ; b3 := 1; ;
gap > u1 := b1 ∗ y[7] + b2 ∗ y[2] + b3 ∗ y[6]; ;u2 := a1 ∗ x[1] + a2 ∗x[4] + a3 ∗ x[14] + a4 ∗
x[29]; ;u := u1 + u2; ;
gap > bP := List(Basis(P )); ; l := []; ; foriin[1..dp]dol[i] := u ∗ bP [i]; od; ; l; ;
gap > V := Subspace(L, l); ;K := KappaPerp(L, V ); ;S := Intersection(K,P ); ; dS :=
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Dimension(S);
1
gap > KS := Intersection(KappaPerp(L,S), S);
< vectorspaceofdimension0overRationals >
Calculs dans E7 :
E7 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡
α7
❡α2
Remarquons tout d’abord que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condi-
tion (∗) alors pi′ est tel que K(pi′) est de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 4.
Cas ou` pi′ est connexe :
Alors pi′ peut eˆtre de type D4, D5, D6 ou E6. On ve´rifie que si pi
′ est de type D4 la
condition (∗) ne peut eˆtre satisfaite.
Supposons pi′ de type D5, pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5}. Ici, on a Epi′ = {α1+α2+2α3+
2α4 + α5, α2 + α4 + α5, α1, α4} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
D6 {α2, α3, α4, α5, α6, α7} 3 3
Dans ce cas et d’apre`s le tableau ci-dessus, q = q{{α1,α2,α3,α4,α5},{α2,α3,α5,α6,α7}} est
la seule sous-alge`bre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α2 + a2 x−α3 + a3 x−α5−α6−α7 + a4 x−α6 + b1 xα1 +
b2 xα4 + b3 xα2+α4+α5 + b4 xα1+α2+2α3+2α4+α5 (les ai et les bj sont tous non nuls). Dans
ce cas, on a q(f) = Kx avec
x = xα3 +λ1 x−α1 +λ2 x−α4 +λ3 x−α1−α3−α4 +λ4 x−α2−α4−α5 +λ5 x−α1−α2−α3−α4−α5+
λ6 x−α2−α3−2α4−α5 + λ7 x−α1−α2−2α3−2α4−α5 ,
ou` λ1, ..., λ7 sont des e´le´ments non nuls de K (de´pendant du choix des ai et des bi). Soit
h ∈ h tel que
α1(h) = α4(h) = α5(h) = −α2(h) = −α3(h) = −α6(h) = −α7(h) = 1.
On a h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
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Supposons pi′ de type D5, on a pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α6}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 +
2α4 + 2α5 + α6, α2 + α3 + α4, α4, α6} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α2, α5, α7} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α5, α7} 1 0
Dans ce cas et d’apre`s le tableau ci-dessus, les sous-alge`bres biparaboliques
q1 = q{{α2,α3,α4,α5,α6},{α1,α2,α5,α7}} et q2 = q{{α2,α3,α4,α5,α6},{α1,α2,α3,α5,α7}}
sont de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α1 + a2 x−α2 + a3 x−α5 + a4 x−α7 + b1 xα4 + b2 xα6 +
b3 xα2+α3+α4 + b4 xα2+α3+2α4+2α5+α6 (les ai et les bj sont tous non nuls). Dans ce cas,
on a q1(f) = Kx avec
x = xα5 + λ1 x−α4 + λ2 x−α6 + λ3 x−α2−α3−α4 + λ4 x−α4−α5−α6 + λ5 x−α2−α3−2α4−α5 +
λ6 x−α2−α3−α4−α5−α6 + λ7 x−α2−α3−2α4−2α5−α6 ,
ou` λ1, ..., λ7 sont des e´le´ments non nuls de K (de´pendant du choix des ai et des bi). Soit
h ∈ h tel que
α3(h) = α4(h) = α6(h) = −α1(h) = −α2(h) = −α5(h) = −α7(h) = 1.
On a h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q1 est non stable.
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α1−α3 + a2 x−α2 + a3 x−α5 + a4 x−α7 + b1 xα4 +
b2 xα6 + b3 xα2+α3+α4 + b4 xα2+α3+2α4+2α5+α6 (les ai et les bj sont tous non nuls). Dans
ce cas, on ve´rifie que q2(f) = q1(f). Par suite et d’apre`s ce qui pre´ce`de, l’alge`bre de Lie
q2 est non stable.
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Supposons pi′ de type D6, on a pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α6, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 +
α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7, α2 + α3 + 2α4 + α5, α2, α3, α5, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 {α1, α4} 1 0
A21 {α1, α6} 1 0
A1 ×A2 {α1, α2, α4} 1 1
A1 ×A2 {α1, α4, α5} 1 1
A1 ×A2 {α1, α5, α6} 1 1
A1 ×A2 {α1, α6, α7} 1 1
A1 ×A2 {α1, α3, α6} 1 0
A2 ×A2 {α1, α3, α5, α6} 1 1
A2 ×A2 {α1, α3, α6, α7} 1 1
A4 {α1, α2, α3, α4} 1 1
A4 {α1, α3, α4, α5} 1 1
A31 {α1, α4, α6} 2 0
A21 ×A2 {α1, α4, α6, α7} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α1, α2, α4, α6} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α6, α7} 2 2
A1 ×A3 {α1, α5, α6, α7} 2 2
A1 ×A3 {α1, α2, α4, α5} 2 2
A1 ×A4 {α1, α4, α5, α6, α7} 2 0
A1 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6} 2 0
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A2 ×A3 {α1, α3, α5, α6, α7} 2 2
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7} 2 2
A5 {α1, α3, α4, α5, α6} 2 2
A6 {α1, α3, α4, α5, α6, α7} 2 2
E6 {α1, α2, α3, α4, α5, α6} 3 3
Par exemple et d’apre`s le tableau ci-dessus, q = q{{α2,α3,α4,α5,α6,α7},{α1,α4,α6}} est
une sous-alge`bre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α1 + a2 x−α4 + a3 x−α6 + b1 xα2 + b2 xα3 + b3 xα5 +
b4 xα7 + b5 xα2+α3+2α4+α5 + b6 xα2+α3+2α4+2α5+2α6+α7 (les ai et les bj sont tous non
nuls). Dans ce cas, on a q(f) = Kx⊕Ky avec
x = xα4+λ1 x−α2+λ2 x−α3+λ3 x−α5+λ4 x−α2−α3−α4+λ5 x−α2−α4−α5+λ6 xα3−α4−α5+
λ7 x−α2−α3−2α4−α5
et
y = xα6+λ
′
1 x−α5+λ
′
2 x−α7+λ
′
3 x−α5−α6−α7+λ
′
4 x−α2−α3−2α4−α5+λ
′
5 x−α2−α3−2α4−2α5−α6+
λ′6 x−α2−α3−2α4−α5−α6−α7 + λ
′
7 x−α2−α3−2α4−2α5−2α6−α7
ou` les λi et λ
′
i sont des e´le´ments non nuls de K (de´pendant du choix des ai et des bi).
Soit h ∈ h tel que α2(h) = α3(h) = α5(h) = α7(h) = −α1(h) = −α4(h) = −α6(h) = 1.
On a h.f = −f , [h, x] = −x et [h, y] = −y de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
On proce`de de la meˆme manie`re pour les autres sous-alge`bres biparaboliques de
rang nul et d’indice strictement positif.
22
Supposons pi′ de type E6, on a pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α6}. Ici, on a Epi′ = {α1 +
2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6, α1 + α3 + α4 + α5 + α6, α3 + α4 + α5, α4} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α2, α5, α7} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α5, α7} 1 0
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A1 ×A5 {α1, α2, α4, α5, α6, α7} 1 1
Par exemple et d’apre`s le tableau ci-dessus, q = q{{α1,α2,α3,α4,α5,α6},{α2,α3,α5,α6,α7}}
est une sous-alge`bre biparabolique de rang nul et d’indice strictement positif :
Soit f = K(v, .) ∈ A, ou` v = a1 x−α1 + a2 x−α2 + a3 x−α5 + a4 x−α7 + b1 xα4 +
b2 xα3+α4+α5 + b3 xα1+α3+α4+α5+α6 + b4 xα1+2α2+2α3+3α4+2α5+α6 (les ai et les bj sont
tous non nuls). Dans ce cas, on a q(f) = Kx avec
x = xα2 + λ1 x−α4 + λ2 x−α3−α4−α5 + λ3 x−α1−α3−α4−α5−α6 + λ4 x−α2−α3−2α4−α5 +
λ5 x−α1−α2−α3−2α4−α5−α6+λ6 x−α1−α2−2α3−2α4−2α5−α6+λ7 x−α1−2α2−2α3−3α4−2α5−α6,
ou` λ1, ..., λ7 sont des e´le´ments non nuls de K (de´pendant du choix des ai et des bi). Soit
h ∈ h tel que
α3(h) = α4(h) = α6(h) = −α1(h) = −α2(h) = −α5(h) = −α7(h) = 1.
On a h.f = −f et [h, x] = −x de sorte que l’alge`bre de Lie q est non stable.
On proce`de de la meˆme manie`re pour les autres sous-alge`bres biparaboliques de
rang nul et d’indice strictement positif.
Cas ou` pi′ est non connexe et pi′′ est non connexe ou tel que K(pi′′) est de
cardinal infe´rieur ou e´gal a` 3 :
Dans ce cas, il est clair que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condition
(∗) alors pi′ ou pi′′ est de type A21×A
2
1, A
2
1×A1×A2, A
2
1×A3, A1×A2×A3, A1×A5,
D4 ×A1 ou D5 ×A1 .
Supposons pi′ de type A21 ×A3, pi
′ = {α1, α2, α4, α5, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α4 +
α5, α1, α4, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
Supposons pi′ de type A1 × A5, pi
′ = {α1, α2, α4, α5, α6, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 +
α4 + α5 + α6 + α7, α4 + α5 + α6, α5, α1} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
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Supposons pi′ de type D4 ×A1, pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 +
2α4 + α5, α2, α3, α5, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α1, α4, α6} 1 0
A21 ×A2 {α1, α2, α4, α6} 1 1
A21 ×A2 {α1, α4, α6, α7} 1 0
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α6, α7} 1 1
A1 ×A3 {α1, α5, α6, α7} 1 1
A2 ×A3 {α1, α3, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α4, α5, α6, α7} 1 0
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7} 1 1
A6 {α1, α3, α4, α5, α6, α7} 1 1
Supposons pi′ de type D5 × A1, pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α7}. Ici, on a Epi′ = {α1 +
α2 + 2α3 + 2α4 + α5, α2 + α4 + α5, α1, α4, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α2, α3, α6} 1 0
A21 ×A2 {α2, α3, α5, α6} 1 0
A21 ×A2 {α2, α3, α6, α7} 1 0
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α6, α7} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α6} 1 1
A1 ×A3 {α2, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A3 {α3, α5, α6, α7} 1 0
A2 ×A3 {α1, α3, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6} 1 1
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7} 1 1
A5 {α2, α4, α5, α6, α7} 1 1
A5 {α3, α4, α5, α6, α7} 1 0
A6 {α1, α3, α4, α5, α6, α7} 1 1
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 2 2
Calculs dans E8 :
E8 : ❡
α1
❡
α3
❡
α4
❡
α5
❡
α6
❡
α7
❡
α8
❡α2
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Remarquons tout d’abord que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condi-
tion (∗) alors pi′ est tel que K(pi′) est de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 5.
Cas ou` pi′ est connexe :
Supposons que pi′ de type D6, pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α6, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 +
α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + α7, α2 + α3 + 2α4 + α5, α7, α2, α3, α5}.
On commence tout d’abord par le cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 3 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α1, α4, α8} 1 0
A31 {α1, α6, α8} 1 0
A21 ×A2 {α1, α4, α7, α8} 1 0
A21 ×A2 {α1, α3, α6, α8} 1 0
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α7, α8} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α4, α5, α7, α8} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α3, α5, α6, α8} 1 1
A1 ×A4 {α1, α5, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α8} 1 1
A1 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α8} 1 1
A2 ×A4 {α1, α3, α5, α6, α7, α8} 1 1
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α7, α8} 1 1
A2 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α7, α8} 1 1
Cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 4 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α4, α6, α8} 2 0
A31 ×A2 {α1, α2, α4, α6, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A3 {α1, α2, α4, α5, α8} 2 2
A21 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6, α8} 2 0
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 2 1≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α5, α7, α8} 2 2
A1 ×A5 {α1, α3, α4, α5, α6, α8} 2 2
A1 ×A5 {α1, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
Cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 5 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
D5 ×A1 {α1, α2, α3, α4, α5, α8} 3 3
E6 ×A1 {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α8} 3 3
D5 ×A2 {α1, α2, α3, α4, α5, α7, α8} 3 3
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Supposons maintenant pi′ de type D7, on a pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8}. Ici, on
a Epi′ = {α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6 + 2α7 + α8, α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6, α2 + α3 +
α4, α6, α4, α8}.
On commence tout d’abord par le cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 3 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α1, α2, α5} 1 0
A31 {α1, α2, α7} 1 0
A21 ×A2 {α1, α2, α5, α6} 1 1
A21 ×A2 {α1, α2, α6, α7} 1 1
A21 ×A2 {α1, α2, α7, α8} 1 1
A21 ×A2 {α1, α2, α3, α5} 1 0
A21 ×A2 {α1, α2, α3, α7} 1 0
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α6, α7} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α7, α8} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α6} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α6, α7} 1 1
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α7, α8} 1 1
A1 ×A3 {α1, α3, α4, α7} 1 0
A2 ×A3 {α1, α3, α4, α6, α7} 1 1
A2 ×A3 {α1, α3, α4, α7, α8} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6} 1 1
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α7} 1 0
A1 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α7} 1 0
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7} 1 1
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α7, α8} 1 1
A2 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α7, α8} 1 1
A6 {α1, α3, α4, α5, α6, α7} 1 1
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Cas ou` le cardinal de K(pi′′) est supe´rieur ou e´gal a` 4 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α2, α5, α7} 2 0
A31 ×A2 {α1, α2, α5, α7, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A31 ×A2 {α1, α3, α2, α5, α7} 2 0
A21 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α7, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A3 {α1, α2, α6, α7, α8} 2 2
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α6, α7, α8} 2 2
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α6, α7, α8} 2 2
A21 ×A4 {α1, α2, α5, α6, α7, α8} 2 2
A1 ×A2 ×A4 {α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8} 2 2
A1 ×A5 {α1, α2, α4, α5, α6, α7} 2 2
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
A3 ×A3 {α1, α3, α4, α6, α7, α8} 2 2
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 2 2
A7 {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
E7 {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7} 5 5
Supposons maintenant pi′ de type E7, on a pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7}. Ici, on
a Epi′ = {2α1+2α2+3α3+4α4+3α5+2α6+α7, α2+α3+2α4+2α5+2α6+α7, α2+
α3 + 2α4 + α5, α7, α2, α3, α5}.
On commence tout d’abord par le cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 2 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 {α1, α8} 1 0
A21 {α4, α8} 1 0
A21 {α6, α8} 1 0
A1 ×A2 {α1, α3, α8} 1 1
A1 ×A2 {α3, α4, α8} 1 1
A1 ×A2 {α2, α4, α8} 1 1
A1 ×A2 {α4, α5, α8} 1 1
A1 ×A2 {α5, α6, α8} 1 1
A1 ×A2 {α1, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 {α4, α7, α8} 1 0
A2 ×A2 {α1, α3, α7, α8} 1 1
A2 ×A2 {α3, α4, α7, α8} 1 1
A2 ×A2 {α2, α4, α7, α8} 1 1
A2 ×A2 {α4, α5, α7, α8} 1 1
A4 {α5, α6, α7, α8} 1 1
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Cas ou` le cardinal de K(pi′′) est e´gal a` 3 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A31 {α1, α4, α8} 2 0
A31 {α1, α6, α8} 2 0
A31 {α4, α6, α8} 2 0
A21 ×A2 {α1, α2, α4, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α1, α3, α6, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α3, α4, α6, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α2, α4, α6, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α1, α4, α7, α8} 2 0
A21 ×A2 {α1, α4, α5, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A21 ×A2 {α1, α5, α6, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A
2
2 {α1, α3, α5, α6, α8} 2 2
A1 ×A
2
2 {α1, α2, α4, α7, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A
2
2 {α1, α4, α5, α7, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A3 {α2, α3, α4, α8} 2 2
A1 ×A3 {α3, α4, α5, α8} 2 2
A1 ×A3 {α2, α4, α5, α8} 2 2
A2 ×A3 {α2, α3, α4, α7, α8} 2 2
A2 ×A3 {α3, α4, α5, α7, α8} 2 2
A2 ×A3 {α2, α4, α5, α7, α8} 2 2
A1 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α8} 2 2
A1 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α8} 2 2
A1 ×A4 {α3, α4, α5, α6, α8} 2 2
A1 ×A4 {α1, α5, α6, α7, α8} 2 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A2 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α7, α8} 2 2
A2 ×A4 {α1, α3, α4, α5, α7, α8} 2 2
A2 ×A4 {α1, α3, α5, α6, α7, α8} 2 2
A5 {α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
A6 {α2, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
A6 {α3, α4, α5, α6, α7, α8} 2 2
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Cas ou` le cardinal de K(pi′′) est supe´rieur ou e´gal a` 4 :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α4, α6, α8} 3 0
A31 ×A2 {α1, α2, α4, α6, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A21 ×A3 {α2, α3, α4, α6, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A21 ×A3 {α1, α2, α4, α5, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 2
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α5, α7, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A21 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A1 ×A5 {α1, α3, α4, α5, α6, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A1 ×A5 {α1, α4, α5, α6, α7, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 3 1 ≤ rang (qpi′,pi′′) ≤ 3
D5 ×A1 {α1, α2, α3, α4, α5, α8} 4 4
D5 ×A1 {α2, α3, α4, α5, α6, α8} 4 4
E6 ×A1 {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α8} 4 4
D5 ×A2 {α1, α2, α3, α4, α5, α7, α8} 4 4
D7 {α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 5 5
Cas ou` pi′ est non connexe et pi′′ est non connexe ou tel que K(pi′′) est de
cardinal infe´rieur ou e´gal a` 4 :
Dans ce cas, il est clair que si la sous-alge`bre biparabolique qpi′,pi′′ ve´rifie la condition
(∗) alors pi′ ou pi′′ est de type D4 ×A1, D4 ×A2, D5 ×A1, D5 ×A2 ou E6 ×A1.
1. Supposons pi′ de type D4×A1 : pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α7} ou pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α8}.
a. Soit pi′ = {α2, α3, α4, α5, α7}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 + 2α4 + α5, α2, α3, α5, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α4, α6, α8} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α4, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 1 1
A1 ×A5 {α1, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 1 0
b. Soit pi′ = {α2, α3, α4, α5, α8}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 + 2α4 + α5, α2, α3, α5, α8} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 ×A3 {α1, α4, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A5 {α1, α4, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
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2. Supposons pi′ de type D4 × A2 : pi
′ = {α2, α3, α4, α5, α7, α8}. Ici, on a Epi′ =
{α2 + α3 + 2α4 + α5, α2, α3, α5, α7 + α8} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α4, α6, α8} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α4, α6, α8} 1 0
A21 ×A3 {α1, α4, α6, α7, α8} 1 0
A21 ×A4 {α1, α2, α4, α5, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A5 {α1, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
3. Supposons pi′ de typeD5×A1 : pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α7} ou pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α8}
ou pi′ = {α2, α3, α4, α5, α6, α8} .
a. Soit pi′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α7}. Ici, on a Epi′ = {α1+α2+2α3+2α4+α5, α2+α4+
α5, α1, α4, α7} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α2, α3, α6, α8} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α6, α8} 1 1
A31 ×A2 {α2, α3, α5, α6, α8} 1 0
A21 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A4 {α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 1
A7 {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 1 0
b. Soit pi′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α8}. Ici, on a Epi′ = {α1+α2+2α3+2α4+α5, α2+α4+
α5, α1, α4, α8} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A21 ×A3 {α2, α3, α6, α7, α8} 1 0
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
A7 {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
c. Soit pi′ = {α2, α3, α4, α5, α6 α8}. Ici, on a Epi′ = {α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6, α2 +
α3 + α4, α4, α6, α8} :
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Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α2, α5, α7} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α5, α7} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α5, α7, α8} 1 0
A21 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α7, α8} 1 0
A21 ×A3 {α1, α2, α6, α7, α8} 1 1
A21 ×A4 {α1, α2, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α4, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A2 ×A4 {α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A6 {α1, α2, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A3 {α1, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
3. Supposons maintenant pi′ de type D5 ×A2. Ici, on a pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α7, α8}
et Epi′ = {α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5, α2 + α4 + α5, α1, α4, α7 + α8} :
Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α2, α3, α6, α8} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α6, α8} 1 1
A31 ×A2 {α2, α3, α5, α6, α8} 1 0
A21 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α6, α8} 1 1
A21 ×A3 {α2, α3, α6, α7, α8} 1 0
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A21 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α8} 1 1
A21 ×A4 {α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 1
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α6, α7, α8} 1 1
A1 ×A2 ×A4 {α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
A7 {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
4. Supposons maintenant pi′ de type E6 ×A1. Ici, on a pi
′ = {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α8}
et Epi′ = {α1+2α2+2α3+3α4+2α5+α6, α1+α3+α4+α5+α6, α3+α4+α5, α4, α8} :
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Type pi′′ ind (qpi′,pi′′) rang (qpi′,pi′′)
A41 {α1, α2, α5, α7} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α5, α7, α8} 1 0
A31 ×A2 {α1, α2, α3, α5, α7} 1 0
A21 ×A
2
2 {α1, α2, α3, α5, α7, α8} 1 0
A21 ×A3 {α2, α3, α6, α7, α8} 1 0
A21 ×A3 {α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A3 {α1, α2, α3, α5, α6, α7} 1 0
A21 ×A4 {α1, α2, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A2 ×A4 {α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8} 1 0
A1 ×A5 {α1, α2, α4, α5, α6, α7} 1 1
A3 ×A3 {α1, α3, α4, α6, α7, α8} 1 1
A3 ×A4 {α1, α2, α3, α4, α6, α7, α8} 1 0
A7 {α1, α3, α4, α5, α6, α7, α8} 1 1
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